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Resumo: No campo da antropologia da didatica, os conhecimentos didaticos (profissionais)
podem ser utilizados para questionar os conteddos curriculares e as estratégias para ensino
destes. Neste artigo, apresentamos recorte de uma investigacao, cujo objeto foi a integracao de
nocoes didaticas nas teorias matematicas como uma das formas de promover tal questiona-
mento. Isso é olhado de perto na difusdao do objeto funcdao quadratica num curso de formagao
de professores de Matematica. Isto implica dizer que as restri¢des nas praticas que constituem
a Atividade Matematica de professores e estudantes constituem o nosso objeto de investigacao.
Objetiva-se, assim, analisar as condi¢des e/ou restri¢cdes institucionais de uma proposta de
constru¢do de um modelo praxeoldgico alternativo para o estudo da func¢ao quadratica, de
modo que sejam trabalhadas situagdes que nos levem ao encontro da fun¢do quadratica como
parabola em curso de formacdo docente. A discussao proposta ampara-se teoricamente no qua-
dro da Teoria Antropologica do Didatico, desenvolvida por Yves Chevallard, do qual tomam-se
algumas nogdes necessarias a interpretacao dos dados construidos no seu desenvolvimento de
uma Engenharia Didatica de segunda geracdo, denominada Engenharia do Percurso de Estudo
e Pesquisa - PEP. Os resultados indicaram que a proposi¢do de situacdes que levem a fungao
quadratica a parabola da experimenta¢cdo de um PEP potencializou a integracao de no¢des di-
daticas nas Praxeologias Matematicas dos participantes da investigacao e, por consequéncia, o
questionamento dos contetdos a serem ensinados. Isso caracterizou, ainda, uma espécie de re-
construc¢do de praxeologias didatico-matematicas nesse contexto formativo.

Palavras-chave: Percurso de Estudo e Pesquisa, Formacao docente, Funcao quadratica, para-
bola.

STUDY AND RESEARCH PATHWAY IN TEACHER
EDUCATION: STUDY OF THE SQUARE FUNCTION
BY THE PARABLE

Abstract: In the field of didactic anthropology, didactic (professional) knowledge can be used
to question curriculum contents and teaching strategies. In this article, we present an excerpt
from an investigation, whose object was the integration of didactic notions in mathematical
theories as one of the ways to promote such questioning. This is seen closely in the diffusion of
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the quadratic function object in a Mathematics teacher training course. This implies that the
restrictions in the practices that constitute the Mathematical Activity of teachers and students
constitute our object of investigation. The objective is, therefore, to analyze the conditions
and/or institutional restrictions of a proposal for the construction of an alternative praxeolog-
ical model for the study of the quadratic function, so that situations that lead us to meet the
quadratic function as a parabola in progress of teacher training. The proposed discussion is
theoretically supported by the Anthropological Theory of Didactics, developed by Yves Cheval-
lard, from which some notions necessary for the interpretation of the data constructed in its
development are taken. It is part of a second generation Didactic Engineering, called Engineer-
ing of the Study and Research Path - SRP. The results indicated that the proposition of situa-
tions that take the quadratic function to the parabola, through the experimentation of a SRP,
potentiated the integration of didactic notions in the Mathematical Praxeologies of the research
participants and, consequently, the questioning of the contents to be taught. This also charac-
terized a kind of reconstruction of didactic-mathematical praxeologies in this formative con-
text.

Keywords: Study and Research Path, teacher training, quadratic function, parable.



INTRODUCA O

As fungdes de dominio real, sdo objetos
do conhecimento que desempenham papel
essencial na compreensao de fendmenos intra
e extra matematicos, importantes para o de-
senvolvimento cientifico e tecnoldgico. Foi
uma nog¢ao desenvolvida para modelar feno-
menos do movimento, mas ao longo do seu
desenvolvimento ganhou outro status no con-
texto do calculo e da andlise matematica com
trabalhos de importantes matematicos como
Leibniz e Newton.

No ensino basico, difundiu-se o modelo
epistemologico pautado na teoria de conjun-
tos, narelagdo entre elementos dos conjuntos,
modelo este proposto por Nicolas Boubarki,
pseuddonimo dado a um grupo de matemati-
cos do Sec. XX, que propuseram reformas es-
truturais na matematica e seu ensino.

No entanto, dificuldades de aprendiza-
gem associadas ao conceito global de funcao e
ao uso de suas representacdes, que chamare-
mos a partir daqui de objetos ostensivos (1)
sdo reportadas com certa frequéncia em al-
guns estudos do campo do ensino de Matema-
tica (PONTE, BRANCO, MATOS, 2009; RE-
ZENDE; PESCO; BORTOLOSSI; 2012; RE-
SENDE, MESQUITA, 2013). Primeiro, o pré-
prio termo fun¢do ja é controverso na pers-
pectiva de alguns estudantes, por conta de ser
uma expressdo polissémica. Além disso, as
nog¢des de dominio e imagem, e a propria ideia
de relacdo de variabilidade, sao nog¢des nao
consolidadas do ponto de vista pratico nas au-
las sobre o objeto em tela.

Essas dificuldades podem ser expressa-
das, por exemplo, por situagdes em que um
estudante seja provocado a representar uma
funcao por ostensivos figurais (graficos), mas
isso sO ocorre se a tarefa evoca de forma ex-
plicita tal representacdao, demonstrando a
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prevaléncia do ostensivo escritural algébrico
em relacdo aos demais disponiveis, a exemplo
da tarefa (Ti) Esbocar o grafico da funcdo qua-
dratica representada pela equacgao f(x) = x 2
+ 2x + 1, discutida por Vandebrouck (2011). A
representacdo grafica ndo é evocada para
apresentacdo ou abordagem da no¢do de uma
funcao de forma natural. Assim, no caso da
Funcdo quadratica, ndo seriam evocadas téc-
nicas que nos levassem a ideia de funcdo qua-
dratica como parabola.

Embora os professores tenham se esfor-
cado para tornar acessivel tal no¢do matema-
tica, a partir do modelo epistemologico vi-
gente (CARVALHO, 2019), percebe-se que os
estudantes ndo conseguem acessar a no¢ao de
variabilidade, principalmente quando se trata
de tarefas que propdem a representacao gra-
fica das fungdes. Além disso, quando a repre-
sentacdo grafica é uma curva que é estudada
por outra 6tica em outros campos da Matema-
tica, ha ainda um certo grau de confusdo no
que se refere ao status do objeto ostensivo
utilizado para tal fim. Esse é o caso da para-
bola e sua relagdo com a func¢ao polinomial do
segundo grau.

Diante dessas questdes, torna-se necessa-
rio analisar, mesmo que a priori, no ambito
institucional, modelos didatico-praxeologicos
cuja pretensdo seja levar um sujeito instituci-
onal ao encontro da noc¢ao de fungdo a partir
de outros objetos da Matematica, tal como é o
caso da fungdo polinomial do segundo grau e
ano¢do de parabola, objeto da Analise, da Ge-
ometria Analitica e da Geometria. O que de-
pende das estratégias adotadas pelo docente
e pela relagdo com o objeto do saber constru-
ida pelo mesmo.

Dessa forma, é pertinente questionar os
formatos das tarefas, sobretudo aquelas apre-
sentadas em manuais didaticos, com o obje-
tivo de direcionar as praxeologias matemati-
cas em torno dos conceitos para modelos que



revelem a razdo de ser dos objetos em jogo:
porque a parabola é a representacdo grafica
da fungdo polinomial do segundo grau? A pa-
rabola é representacdo grafica ou geométrica
de uma funcdo quadratica? Em qual dominio
matematico? Os objetos ostensivos sdo capa-
zes de evocar 0s ndo ostensivos, como 0s con-
ceitos, no desenvolvimento da atividade ma-
tematica do sujeito institucional quando este
estuda funcao de dominio real?

Contudo, partindo da ideia de estudar as
relagdes praxeoldgicas (CHEVALLARD, 1999)
passiveis de serem construidas num modelo
pautado no resgate da no¢do geométrica na
concepcao de funcdo quadratica, o objetivo
principal nesse artigo é analisar as condi¢des
e restricdes de um modelo didatico-praxeold-
gico alternativo em que os objetos ostensivos
evocam os ndo ostensivos e corroboram com
a compreensdo da razdo de ser do objeto ma-
tematico em jogo.

Para tanto, as discussdes promovidas
ocorrem sob a lente teorica da Antropologia
do Didatico, e sobre os resultados, pode-se di-
zer que pela sua infraestrutura didatico-ma-
tematica ndo ha restri¢des institucionais do
ponto de vista do curriculo, que impecam a
experimentacdo de tarefas que promovem o
resgate geométrico, muito mais do que isso,
que promovem as conexdes entre dominios
matematicos diferentes.

MPA: INTEGRACA O DE
NOCOES DIDATICAS
NAS PRAXEOLOGIAS

MATEMA TICAS
No trabalho de doutoramento desenvol-
vido pelo primeiro autor (CARVALHO, 2019),
um dos principais aspectos discutidos foi o es-
boco de um modelo praxeolégico alternativo

para o estudo da funcao quadratica levando
em consideracdo os status da parabola, ou
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seja, levar o sujeito institucional num curso de
formacao docente inicial ao encontro da para-
bola pelo estudo da fungao polinomial do se-
gundo grau.

Ensejou-se com o referido modelo que
ndo era apenas praxeoldgico, mas didatico-
praxeoldgico, integrar no¢des didaticas no lo-
gos da praxeologias matematica, o que foi
feito pela experimentacdo de um percurso de
estudo e pesquisa - PEP, que se aproxima de
um PEP para formacdao de professores -
PEPFP.

Quando falamos da possibilidade de inte-
gracdo de no¢des ndo matematicas naquilo
que é estritamente matematico, como é o caso
do logos da praxeologia matematica, refe-
rimo-nos a gestos dialéticos que podem con-
tribuir com o fazer matematico do sujeito ins-
titucional, tais como: a dialética de perguntas
e respostas e das midias e meios, sobre as
quais ampliaremos a discussao na apresenta-
¢do dos resultados.

Mas para melhor compreender o desen-
volvimento da investigacao em tela por meio
desse recorte, faz-se necessario apresentar al-
gumas no¢des fundamentais da Didatica da
Matematica. Outrossim, essa apresentacdo é
basica somente a titulo de tornar viavel a lei-
tura dos ndo pares, mas pode suscitar ao
mesmo tempo, uma necessidade de aprofun-
dar os estudos por parte do leitor ndo experi-
ente nesse campo de investigacao.

Assim, uma das primeiras noc¢des que
precisamos evidenciar é a de praxeologia, que
segundo Chevallard (1999) é uma das formas
de modelar a atividade matematica (uma das
atividades humanas) de uma pessoa numa
instituicdo. Também conhecida como organi-
zacgdo praxeologica, esta dividida em dois blo-
cos: saber-fazer e saber ou logos. Estes dois
blocos deveriam ser indissocidveis nas prati-
cas institucionais, no entanto os caminhos es-
colhidos para difusdo dos saberes (escolares)



restringiram tal condi¢ao essencial para uma
praxeologia ideal.

A outra nog¢do fundamental, para nossas
discussdes é a da natureza dos objetos mate-
maticos que podem ser ostensivos e nao o0s-
tensivos. Na pratica os objetos matematicos
sao em sua maioria ndo ostensivos, o que sig-
nifica dizer que ndo tém materialidade em si,
pois ndo podem ser acessados pelos sentidos
sem o apoio de outros objetos. E nesse con-
texto, os ostensivos sdo aqueles objetos que
podem ser acessados por tais sentidos huma-
nos especialmente pela visao. Funcao de do-
minio real, é um objeto matematico nao os-
tensivo, pois ao me referir a ele, penso no con-
ceito, na ideia do que é tal objeto, mas para
acessa-los necessito de objetos ostensivos
tais como equacgdes (escritural), graficos e ta-
belas (figural), etc.

De posse dessas nogdes, podemos reto-
mar a discussdao do modelo em questdo. En-
tretanto, cabe salientar que compreendemos
modelo didatico como uma tentativa de re-
presentacdo de fazeres pedagogicos dos pro-
fessores (GARCIA PEREZ, 2000; PORLAN
ARIZA, RIVERO GARCIA, MARTIN DEL POZO0,
1997,1998), que, por vezes, estdo guiados por
crengas, culturas, relacdes sociais e saberes
construidos historicamente. Esse modelo é,
segundo Chrobak e Benegas (2006), um es-
quema que vai mediar a realidade e o pensa-
mento do docente, e permite abordar, mesmo
que de forma simples, uma realidade escolar
dinamica e complexa por meio de procedi-
mentos de intervenc¢do em tal realidade, além
de ser provisional, ou seja, dependera de
quem o concebe e com base em qual episte-
mologia se alicerca teoricamente (MENEZES,
CARVALHO, LOPES, 2021). Ainda a respeito
dessa ideia de modelo didatico, vale destacar
que o0 mesmo pode fundamentar linhas de in-
vestigacdo educacional e de formacdo de pro-
fessores (CHROBAK; BENEGAS, 2006).
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0 modelo é praxeoldgico por propor pra-
xeologias de referéncia (ARTAUD, 2019), no
caso da investigacdo discutida, o referido mo-
delo é pautado no resgate de aspectos geomé-
tricos no estudo da funcdo polinomial do se-
gundo grau.

Outrossim, o modelo que descrevemos
nesse artigo, tem como caracteristica os qua-
tro Ts da praxeologia matemadtica: Tarefa,
Técnica, Tecnologia (discurso que justifica a
técnica) e Teoria (discurso que justifica a Tec-
nologia), colocada em pratica por um modelo
de aprendizagem por investigacao materiali-
zado pelo PEP. Assim, o PEP representa o re-
ferido modelo experimentado na formacgao
inicial docente em Matematica.

INFRAESTRUTURA DO
PEP E ASPECTOS
METODOLO GICOS DA
INVESTIGACA O

O MPA coragdo da investigacao em jogo,
tem como estrutura basica: (I) uma questdo
inicial, genérica; (II) uma adaptacdo da ques-
tdo como tarefa matematica; (III) técnicas
mesmo incompletas para resolver as tarefas;
(IV) conjunto de argumentos que justifiquem
a razdo de ser das tarefas e técnicas apresen-
tadas; (V) subtarefas na forma de técnicas que
podem fomentar outras questdes tangiveis a
intencao didatica do professor ou sistema de
ensino quando propde a questao inicial; (VI)
plenaria para discussao das perguntas e res-
postas; e (VII) avaliacdo do percurso de es-
tudo e pesquisa.

Como anunciado no paragrafo anterior,
seu ponto de partida é uma questao aberta
que denominaremos Qo. Vale ressaltar que
antes mesmo da Qo, outras questdes prévias
podem configurar o PEP, essas sdo omitidas
aqui por conta do espaco para discussao ser
de certo modo limitado. Mas sao importantes
para delineamento do PEP.



A partir de Qo decorre outras questdes, o
que configura intuitivamente na pratica de
uma pessoa ou grupo, a dialética de perguntas
e respostas, primeira nocdo didatica que na-
turalmente integra-se ao logos da praxeolo-
gia. A razao de tal integracdo é que uma vez
sendo Qo aberta, ou seja, com insuficiéncia de
dados para apresentacao de uma resposta al-
goritmizada, intuitivamente, alguns questio-
namentos podem surgir, incluindo-se pergun-
tas que aproximam nog¢des do rol de conheci-
mentos dos sujeitos participantes do PEP que
tendem a aproximar suas praxeologias da
pergunta inicial com suas reformulagdes.

Além disso, ndo saber a resposta para
uma determinada questdo pode evocar um
gesto de consulta a midias disponiveis, gesto
dialético teorizado por Chevallard (2007) e
denominado de dialética de midias e meios.

No que tange aos aspectos metodolégi-
cos, a investigacdo em tela, foi de natureza
qualitativa (GARNICA,2001), mas no ambito
da Didatica da Matematica considerada en-
quanto uma praxeologia de pesquisa em Dida-
tica da Matematica (CHEVALLARD, 2013)
pautada nas nogdes de base da Teoria Antro-
pologica do Didatico (CHEVALLARD, 1999).
Arriscamos a dizer que se trata de uma Enge-
nharia do Percurso de Estudo e Pesquisa
(BOSCH, 2009) adaptada, a medida em que
considera elementos da Engenharia Didatica
Classica (ARTIGUE, 1988) que substitui uma
determinada sequéncia didatica pela proposi-
c¢do de um PEP.

Dentre as nog¢des que permitem melhor
compreensao dos procedimentos metodol6-
gicos, estdo os fatos e fendmenos. Estes ulti-
mos sdo a contrapartida teérica daquilo que é
perceptivel pelos nossos sentidos, especial-
mente a visao (os fatos). Desse modo, a fragil
relacdo de estudantes com os objetos nao os-
tensivos, particularmente aqui, se os estudan-
tes ndo vao ao encontro da fun¢ao polinomial
do segundo grau como parabola, mostrando
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uma desconexao entre os dominios matema-
ticos nas praticas institucionais, temos uma
exemplificacdo de um fato, que ao longo da
tese (CARVALHO, 2019) foi interpretado teo-
ricamente pelo fendmeno da incompletude da
atividade matematica institucional (FARIAS,
CARVALHO, TEIXEIRA, 2019).

A estrutura do MDPA, o que inclui a pro-
posicao de uma questdo inicial, a adaptagdo
de tarefas a partir das técnicas de resolucdo, o
discurso tedrico que justifica as técnicas e os
caminhos didaticos para o professor mediar o
percurso, analisados a priori, foram conside-
rados dados nessa investigacao.

O principal procedimento adotado para a
analise dos dados é alicercado na propria
TAD, denominada de andlise praxeoldgica
(CHEVALLARD, 1999) e os passos da referida
andlise, a saber: elucidacao das tarefas, técni-
cas padrdo e ndo padrado, discurso tecnold-
gico-tedrico, e consequéncias didaticas da ex-
perimentagdo de tais tarefas embasadas em
Matheron (2006). Vale destacar que a referida
andlise é feita nesse artigo, como recorte da
investigacdo de doutoramento, de forma a
priori, e desta maneira enseja antevé possi-
veis comportamentos de estudantes frente a
questao Qo e do desenvolvimento do proprio
PEP.

Em sintese, nesse artigo, partimos dos re-
sultados de uma revisao de literatura com
consulta a Biblioteca digital de dissertacoes e
teses do Ministério da Ciéncia e Tecnologia
com os descritores X, y e z para além de deli-
near a investigacao, configurar o modelo pra-
xeologico dominante para o ensino de fungdes
polinomiais do segundo grau, para entao ao
apresentar a estrutura basica da nossa pro-
posta e demarca-la como modelo didatico-
praxeologico alternativo.

Na sequéncia, apresentamos elementos
do MPA construido para investigacdo, com



seu desenho a priori, bem como a analise pra-
xeoldgica das tarefas que integram o modelo,
lembrando que estas foram deduzidas das
questdes inicial e as derivadas elaboradas no
desenvolvimento do PEP.

Por fim, discutimos os resultados da ana-
lise praxeologica a priori do MPA, que se ma-
terializou como o PEP para realizar o encon-
tro de estudantes ao estudarem fungao poli-
nomial do segundo grau, com a parabola
numa analise que considera trés dominios
matematicos o Grafico-algébrico-Geométrico
- GAG, podendo assim, apontar como principal
elemento do PEP proposto o resgate dos as-
pectos geométricos nas praticas institucio-
nais durante ensino e estudo da fung¢do poli-
nomial do segundo grau.

RESULTADOS E
DISCUSSA O

Analise a priori do PEP para o encontro da
funcdo quadratica como parabola

Considerando que fenomenos das cién-
cias da natureza, mais especificamente da Fi-
sica, podem levar as pessoas que mediam si-
tuacdes e modelos matematicos ao encontro
de func¢des e suas representagdes graficas
e/ou geométricas, o PEP, na forma de disposi-
tivo didatico para o ensino de fun¢do polino-
mial do segundo grau na formacdo docente
inicial num curso de Matematica, partiu de
uma situacdao que permitia o acesso e o con-
fronto de modelos parabédlicos, a principio,
nao identificados pelos estudantes.

A Qo pautou-se desse modo, numa situa-
cdo de lancamentos de projeteis e a ideia de
local seguro em relacao aos projeteis langa-
dos, ou seja, a ideia de parabola de segu-
rancal.

1 http://aparaboladeseguranca.blogspot.com/
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Partimos aqui de um desenho a priori do
PEP, no qual a questao inicial e a estrutura do
PEP num processo de experimentacdo ddo a
dimensdo tanto das praxeologias dos estu-
dantes quanto do préprio modelo no que
tange a mediag¢do do professor.

Figura 1 - Desenho a priori do PEP (dis-
positivo didatico)

Fonte: Carvalho (2019)

Conjunto de respostas | R

Quanto ao método da investigacdo que
contempla o desenvolvimento do PEP, na for-
macao inicial docente de Matematica, necessi-
tamos também falar das caracteristicas da
Pesquisa em Didatica da Matematica. Tam-
bém conhecida como Epistemologia Experi-
mental, a Didatica da Matematica tem como
sua ferramenta fundamental a analise a priori
de uma situacdo didatica, ou seja, analise das
representacoes historicas, epistemoldgicas e
das expectativas comportamentais (SPAG-
NOLO, 2005). Segundo esse autor, uma pes-
quisa nesse campo nos leva a coletar informa-
coes elementares, que geralmente revelam o
comportamento de um sujeito em uma situa-
cao.

Desse modo, em se tratando de uma mo-
dalidade de Engenharia Didatica, a Engenha-
ria do PEP (BOSCH, 2009), configurou-se, no
nosso estudo, como um viés da Engenharia
Didatica de Formacdao (PERRIN-GLORIAN,



2009), o que nos levou a organiza-la nas se-
guintes etapas:

- Anadlises prévias;

- Esbogo de Andlise a priori. Nesse ponto, te-
mos talvez um paradoxo, visto que, com o
PEP, ndao temos o objetivo de controlar o pro-
cesso de experimentacdo. Dai o carater de
PEP adaptado;

- Experimentacdo da sequéncia. Nesse caso,
ocorre com o PEP dispositivo didatico, com a
devolucao para os estudantes da Qo enquanto
tarefa 1. Mas, espera-se, institucionalmente,
que exista insuficiéncia de técnicas para res-
pondé-la por ser esta um tanto geral;

- Andlise a posteriori e, mais uma vez, é pos-
sivel que, em desacordo com a ED classica,
ndo tenhamos como confrontar o que era es-
perado institucionalmente com o que de fato
aconteceu, visto que a familia de questdes Q é
posta pelos estudantes participantes da pes-
quisa;

- Validacao, que ocorre a medida que confron-
tamos as analises anteriores a experimenta-
¢ao e a posteriori.

Considerando as etapas acima, ensejamos
responder: quais condi¢cdes nesse PEP pode-
riam viabilizar a integracao de no¢des didati-
cas no logos da Praxeologia Matematica, bem
como as condi¢Oes para que, minimamente,
ocorra uma finalizacao praxeoldgica?

No que se refere aos dados da experimen-
tacdo, consideramos as Praxeologias Matema-
ticas construidas no desenvolvimento do PEP.
Ja as andlises, ocorreram mediante categori-
zacdo das praxeologias dos participantes
desde a tarefa proposta na forma de questoes
da familia Q, olhando para os aspectos mate-
maticos e didaticos (status da parabola, domi-
nio matematico, e gestos de estudo e outras
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noc¢odes didaticas mobilizados) e outra que se
inspirou na andlise de contetido (BARDIN,
2002) das perguntas propostas pelos colabo-
radores da pesquisa. Tais questdes foram a
mola propulsora do desenvolvimento do PEP.

Apesar de ser um tipo de ED, de acordo
como 0s pressupostos epistemoldgicos do
PEP, ressaltamos que ndao houve de nossa
parte intervencao na elaboracao das questdes
derivadas de Qo, de modo que isso possibili-
tou uma maior evidéncia das ideias dos parti-
cipantes sobre o saber matematico e extra
matematico, bem como, os caminhos que de-
veriam ser seguidos tanto as perguntas
quanto as respostas produzidas. Entretanto,
tentamos nao nos limitar as evidéncias, mas
compreender os significados das ideias pre-
sentes nos enunciados das questdes propos-
tas (Q1, Q2, ..., Qn) e suas relagdes com as res-
postas no contexto do sistema de inter-rela-
¢oes dos dominios matematicos Geométrico -
Algébrico - Grafico, o qual denominamos GAG.

As etapas da engenharia do PEP

De maneira sintética, apresentaremos as
etapas do PEP e os principais resultados da in-
vestigacdo. Nosso intento é mostrar que ha
um caminho na construgdo da pergunta dire-
triz do percurso que nao deve ser omitida,
além de mostrar como chegamos no desen-
volvimento do percurso a nossa intengao di-
datica, a saber: levar os colaboradores da pes-
quisa a no¢ao de funcdo quadratica pelo es-
tudo da parabola.

No que concerne as analises prévias, des-
tacamos o conjunto de questdes que antece-
deram a Qo. Classificamos, entdo, essas ques-
tdes como prévias da familia de questdes Q
(Qj, Qjj, etc.). Assim, constitui-se uma primeira
questdo norteadora prévia (Qi) dessa investi-
gacdo: 0 que nos garante que o grdfico de toda
fungdo escrita pela equagdo f(x)= ax?+ bx +c é
uma pardbola? Trata-se de uma questao de



cunho didatico-matematico, uma forma de es-
timular explicagbes sobre o processo transpo-
sitivo nas institui¢des onde vive o referido sa-
ber. E ainda uma maneira de evocar e estimu-
lar a manifestacdo da dialética de midias e
meios.

A questao Qi foi carater argumentativo, e
objetivou inserir o estudante no universo da
atividade matematica do matematico, ao
questionar a natureza de um conhecimento ja
institucionalizado. No que tange aos niveis de
co-determinacao didatica - CD-D, essa ques-
tdo estd alocada no nivel do dominio matema-
tico (CARVALHO, 2019).

Mas as questdes que deram inicio oficial-
mente ao PEP, foram planejadas levando-se
em consideracdo as seguintes caracteristicas
da parabola:

- A parabola como conjunto de pontos
do plano que verificam certa relacio
com uma diretriz e um foco;
- A parabola como conjunto de pontos
do plano que determinam uma equacéo;
- A parabola como um grafico corres-
pondente a uma equagao quadratica,
que considera o lugar geométrico
como conjunto de pontos que cum-
prem uma condi¢do ou regra especi-
fica e que unidos entre si, gera a curva
que representa a parabola, porque a
partir da relagdo entre distancias é
possivel achar de forma analitica a
equacio candnica” (BERMUDEZ,
MESA, 2018, p. 69) [traduc¢do nossa].

A questao inicial do PEP desencadeou a
parte experimental da investigacao, visto que
nossa hipotese é a de que a referida recons-
trucao de praxeologias passa por uma mu-
danca na organizagdo didatica, o que, por sua
vez, implica na alteracdo das organizagdes
matematicas do saber em jogo. A nossa tese
avanc¢ou no sentido de propor que a alteragdo
ocorresse via integracdo de nogdes didaticas
na Praxeologia Matematica, ndo somente nas
praxeologias didaticas. Assim, considerando o
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que foi exposto até aqui, enunciamos a ques-
tdo geratriz do PEP no ambito de nossas in-
tengdes didaticas:

Qi) Como reconstruir praxeologias na for-
macao do professor de Matematica no Brasil
no que tange ao estudo de situagdes que rela-
cionem o objeto matematico funcdo quadra-
tica e seus ostensivos figurais?

Destacamos que antes de um dispositivo
didatico, o PEP é também um dispositivo de
investigacdo didatica, por tal razdo, a per-
gunta geratriz teve esse viés de realiza¢do no
plano didatico, ndo sendo a questdo a ser le-
vada para a experimentacdo. Na estrutura dis-
cutida por Barquero, Bosch, Romo (2015),
essa questdo corresponde ao ponto de partida
do PEP, que é uma pergunta aberta vinda da
propria profissdo docente ou de pesquisa so-
bre a pratica docente, relacionada a um certo
saber a ser ensinado.

Quanto ao esbogo do PEP adaptado (dis-
positivo didatico a ser experimentado na for-
macdo docente), a questdo derivada Qi, foi
enunciada da seguinte maneira:

Qii: Qual o lugar geométrico dos pontos do
plano cartesiano, cujas distancias a um ponto
E pertencente a essa curva e a uma reta dada
guardem entre si uma relagdo constante?

A Qii insere-se na segunda etapa de de-
senvolvimento de um PEP na formacgao do-
cente, teorizada por Barquero, Bosch, Romo
(2015), na qual o PEP é apresentado aos futu-
ros professores de forma similar a que se po-
deria levar a sala de aula por eles. Entretanto,
ela ainda ndo é a questao a ser experimentada
com os colaboradores da investigacdo. Tal
questdo foi denominada Qo, 3 questio de fato,

diretriz do PEP como um dispositivo didatico.

No que concerne o esboc¢o de analise a
priori, ressaltamos que se o estudo da para-
bola, historicamente, esta associado as fun-
¢des quadraticas, parece natural seguir, de
forma experimental, 0 mesmo caminho em



Organizagoes Didaticas. E dai nos questiona-
mos: como esse caminho integraria as Praxe-
ologias Matematicas? Seria necessario mesmo
no¢odes didaticas norteando o bloco do saber
dessas praxeologias?

E dessas reflexdes, pensamos a parabola
em trés diferentes contextos com os quais
atribuimos significados para a proposta de
inter-relagdes no espago GAG:

- A parabola como conjunto de pontos no
plano que verificam certa relagdo referente a
uma diretriz e um foco (dominio Geométrico).
Nesse ponto de vista da Geometria Analitica,
a parabola também pode ser compreendida
como uma equagao candnica;

- A parabola como conjunto de pontos do
plano que determina uma equagao (dominio
Algébrico). Desse ponto de vista, a parabola é
uma fungao quadratica;

- A pardbola como grafico correspon-
dente a uma equag¢ao quadratica (dominio
Grafico).

Figura 2 - Esbogo do espago GA

N

-

Fonte: Carvalho (2019)

Compreendemos o espaco GAG como um
micromundo de confrontacdo de midias e
meios, de perguntas e respostas, em que o su-
jeito acessa e representa por meio de sua Pra-
xeologia Matematica um recorte do objeto
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matematico, especialmente quando se trata
dos dominios geométrico, algébrico e grafico.

Ademais, as questdes nesse esboco de
andlise a priori, foram rescritas na forma de
tarefas. O mesmo foi feito com as perguntas
propostas pelos colaboradores da investiga-
¢do no desenvolvimento do PEP. A titulo de
exemplificacdo, vamos ao tempo que apresen-
tamos a tarefa T, transformacdo sofrida pela
Qiii, e abrimos a praxeologia da mesma.

T1 - (Qiii): Qual o lugar geométrico dos
pontos do plano cartesiano, cujas distancias a
um ponto E pertencente a essa curva e a uma
reta dada guardem entre si uma relagdo cons-
tante?

Técnica - t1: Instrumentalizados, no que

tange ao uso do Geogebra, e imbuidos da pos-
tura de confrontar diferentes midias e meios,
os estudantes buscario, dentre as conicas co-
nhecidas (parabola, hipérbole e elipse), a que
responde a referida questao.

Uma vez identificada a parabola, um ca-
minho sera: seguir um roteiro de construgdo
dessa cOnica, que considere a definicao de
ponto focal e reta diretriz, partindo da cons-
trucdo dessa reta e determinando o ponto que
descreve o lugar geométrico, a partir do tra-
cado de mediatriz perpendicular, a partir de
um ponto sobre a reta diretriz e fora dela, con-
forme roteiro a seguir:

No Geogebra:

[) Marcar dois pontos A e B no plano;
[I) Tracar uma reta que passe pelos pontos A
e B;

[II) Marcar um ponto C sobre a reta AB;
IV) Marcar um ponto D fora da reta AB;
V) Tragar a mediatriz dos pontos C e D;
VI) Tracar uma perpendicular a reta AB por C;
VII) Marcar a intersec¢ao da mediatriz com a
perpendicular, ponto E; VIII) Habilitar rastro
do ponto E;

[X) movimentar o ponto C, sobre a reta AB.



As referidas a¢oes indicadas na constru-
¢ao da parabola no Geogebra, sdo subtarefas
que compdem técnicas consideradas, no am-
bito da TAD, ingredientes da técnica.

Figura 3 - Construcdo do lugar geomé-
trico (parabola) no Geogebra

N i

4 2 1 S /J/ 6 7

-

Fonte: Carvalho (2019).

Figura 4 - Protocolo de construgao do lu-
gar geométrico (parabola) no Geogebra

= BE & m <
@ A=(3-2)
© B=(3-2
f: Reta(A,B)
@
- y= -2
C = Ponto(f)
@
— (7.52, -2)
© b=y
g : Mediatriz(C, D)
@
— y = 1.84x - 9.2584 £l
-1
h : Perpendicular(C, f)
@
— x = T7.52 f
E = Intersegdo(g, h)
@
— (7.52, 4.5784)
; F = Intersecdo(g, h)

Fonte: Carvalho (2019)
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Do discurso tecnologico-tedrico [0, O] desta-
camos que a tarefa T1 ndo estd alicercada ape-
nas na técnica apresentada acima, que resul-
tou na figura 3, caminho que utiliza proprie-
dades geométricas basicas. O do Geogebra
permite a construcao do lugar geométrico de
forma que ndo se perceba a relagdo entre os
entes geomeétricos fundamentais para a cons-
trucdo passo a passo. Para além dessa obser-
vacdo, imbuidos da dialética de perguntas e
respostas, os futuros docentes podem realizar
alguns questionamentos (QFD; - questiona-

mento dos estudantes), tais como:

QFD1: Que relacdo é estabelecida nessa co6-

nica construida de modo que possamos dizer
que se trata da representacdo de uma funcao
quadratica?

A questdo acima da indicios de que houve
uma aceitagdo, por parte dos colaboradores
do estudo, do Paradigma de Investigacdo e
Questionamento do Mundo, que se opde ao
monumentalismo do saber. Ao tentar respon-
der essa questao, ha uma escolha de tocar no
saber de modo que, na pratica, a atividade ma-
tematica do estudante, do futuro professor,
do proéprio professor, ndo seja analoga so-
mente a do matematico, mas também a do bi-
6logo, pois, implicitamente, surge o desejo de
dissecar o objeto.

QFD1 pode desencadear outras, como o

que ocorre ao se deslocar o ponto E, que des-
creve o lugar geométrico? O lugar geométrico
sera alterado? A diretriz serd deslocada? A
condicao de equidistancia entre o ponto E e
foco e a reta diretriz sera mantida se desloco
apenas o foco? Essa construgdo € ou ndo uma
funcao? O que garante que seja uma funcdo?
Se a parabola é construida a partir de uma
seccdo de um cone circular, podera represen-
tar uma func¢ao?

Essas inquieta¢des descritas acima, fo-
ram tomadas por nds, na investigacao, como



postura tipica da dialética de perguntas e res-
postas, onde o que move o Percurso de estudo
ndo sdo as respostas, mas as perguntas.

As questdes apresentadas acima corrobo-
raram para propormos a seguinte questao ge-
ratriz do PEP, dispositivo experimentado de
acordo com a segunda fase que explicitamos
anteriormente, embasado no trabalho de Bar-
quero, Bosch, Romo (2015).

Qo: Existe um lugar em que qualquer ob-
jeto estaria protegido de modo a nao ser atin-
gido por um langador ao efetuar disparos com
uma velocidade supostamente constante e em
diferentes angulos?

Ensejamos com essa Qo a construcdo de
um percurso com atividades integradas pelo
mesmo discurso tecnolégico-tedrico. Apesar
de ndo ter sido nosso objetivo controlar o de-
senvolvimento do PEP, pela incompatibili-
dade epistemoldgica, a analise; a priori, nos
permitiu antever alguns possiveis caminhos a
serem seguidos pelos participantes da inves-
tigacdo frente a questdo Qo, o que também au-
xiliou na nossa tarefa investigativa de condi-
coes de integracdo de nogdes didaticas no lo-
gos das Praxeologias Matematicas.

0 enunciado de Qo conduziu os sujeitos da
pesquisa a uma tarefa no contexto da Fisica
(estudo dos movimentos), e desse modo po-
deria conduzir os trabalhos a busca de mode-
los prontos que pudessem representar o que
se pede no enunciado. De forma imediata, por
conta do contrato didatico implicitamente
construido, os participantes, segundo esta
andlise, deveriam tentar responder a questdo
sem dar conta da insuficiéncia de dados para
procedimentos algoritmizados. Nao se pode
dizer que a palavra lugar” pode remeter a no-
¢ao de lugar geométrico e, portanto, no con-
texto geométrico-algébrico, pode ser dificil
pensar uma solucdo em que a paradbola apa-
reca como conjunto de pontos no plano que
verificam certa relacdo referente a uma dire-
triz e um foco.
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Seguindo com a analise a priori, uma pos-
sivel Q1 desse PEP, pode ser: qual o lugar geo-
meétrico dos pontos do plano XY que jamais se-
rao atingidos por um langador ao efetuarem
disparos com uma velocidade constante V e

diferentes angulos de lancamento?

Nas etapas seguintes da Engenharia do
PEP adotada, apresentamos e discutimos as
sessOes de experimentacdo, num total de qua-
tro, e a validacdo, momento em que confron-
tamos as analises a priori com a posteriori.
Vale ressaltar que o PEP é adaptado no que
tange ao seu carater de dispositivo de investi-
gacao.

A primeira sessao, constituiu o encontro
dos colaboradores da pesquisa com a per-
gunta diretriz do PEP dispositivo didatico. Em
outras palavras, é o momento de encontro
com uma suposta organizacdo matematica.

Observamos que se manifestou o feno-
meno contrato didatico (BROUSSEAU, 2008),
a medida em que, os colaboradores concen-
traram-se em apresentar respostas para Qo.
As repostas foram associadas a duas catego-
rias:

Quadro 1 - categorias de repostas a Qo.

CATEGORIA | EXEMPLO DE RESPOTAS

Evitacdo inicial
do PEP

Os dados sdo insuficientes
para responder a questao

Os dados sao insuficientes
para responder a questio,
mas devemos considerar
as seguintes hipoteses:

Transicao da
evitacao a acei-

tacdo do PEP Lancamento obliquo; ver-

tical desconsiderando
atrito e gravidade; hori-
zontal.

Fonte: Carvalho (2019).

A secdo 2, foi caracterizada pela
socializacdo das tentativas de respostas e
questdes derivadas. Na infraestrutura do PEP,



levantar questdes é o primeiro passo. No que
tange a integracdo de nogdes didaticas temos
dois caminhos: integragdo pelo tipo de tarefas
e pelas técnicas (ARTAUD, 2019).

As perguntas propostas foram categori-
zadas da seguinte maneira:

C1. O problema posto em Qg se resolve no

campo dos conhecimentos da fisica. Nesse
caso, consideramos as hipéteses de lancga-
mento, seu angulo e velocidade;

Co. O problema posto em Q se resolve no

campo dos conhecimentos matematicos. Con-
sidera-se a ideia de lugar geométrico;

C3.0 problema posto em Q, se resolve

com a amalgamacdo de técnicas e nogdes da
Fisica e Matematica. Parte-se da ideia do tipo
de lancamento, sem deixar de considerar si-
multaneamente a ideia de lugar geométrico.

As trés categorias tém intima relacdo com
o discurso tecnolégico- tedrico que torna in-
teligivel uma técnica padrao para uma altera-
¢ao de Qq, que permita chegar a ideia de para-
bola de segurancga.

Dos seis grupos de colaboradores, trés
tém as perguntas associadas a categoria C1, a
exemplo do grupo 6 que enunciou: Uma bala
é langcada com a velocidade inicial de V,

=15m/s formando um dngulo de 450 com a ho-
rizontal. Qual o alcance mdximo?

Os trés grupos mantiveram a nog¢do de al-
cance associada a um projétil, vinculando a Q1
a Q0. Vamos apresentar a praxeologia com-
pleta do referido grupo, de forma que se possa
notar a vinculagdo com a ideia de alcance, mas
num sentido que mostra a necessidade de in-
clusao de outros elementos no enunciado da
questdo. Mas Q1 é explicada na linguagem de
tarefa.

Foi na se¢do 3 que os colaboradores pro-
puseram as questdes Q2. Para estas conside-
ramos as mesmas categorias prévias apresen-
tadas acima, mas nas consequéncias didaticas
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que seguem logo apos as questdes discutimos
as categorias abertas.

Concentramos a titulo de exemplo as pergun-
tas elaboradas e ancoradas na categoria C1,
com questdes de quatro dos seis grupos.

Quadro 2 - Questdes derivadas do PEP na
categoria 1

GRUPO | QUESTAO Q2 PROPOSTA

1 Qual o alcance mdximo quando o
dngulo varia no intervalo [0, 90]
graus?

2 Qual a fungdo hordria do espago na
horizontal?

5 Considere os dngulos notdveis no
intervalo: 0° < a <« 180° (0°, 30°,
45°,60° 90°, 120° 150° e 180°).
Identifique o tipo de lancamento e
o0 ponto mdximo atingido pelo ob-
Jjeto langado. (Considerando v, =

2m/s para todos os dngulos de lan-
camento).

6 Agora considere uma bala langada
com velocidade inicial de
vo=15m/s e com o dngulo de langa-
mento com a horizontal no inter-
valo 0° <K a « 180° . Qual o al-
cance mdximo?

Fonte: Carvalho (2019)

Comparadas com as questdes propostas
na secao anterior, somente o grupo 5 promo-
veu modificagdes. Consistiu na restri¢cdo, na
proposicao da questao, o significado do objeto



do conhecimento a categoria Cq, ou seja, mi-
grou da categoria C3, que da conta da amalga-

macao de técnicas da Fisica e Matematica,
uma simbiose da concepg¢ao do status da pa-
rabola, para o que trata da resolucdo no
campo dos conhecimentos da Fisica, ainda
considerando as hip6teses de lancamento.

Como houve
& X [ ~
x = 75.5em 90° modificagdo
na r=r proposicdo
da L2 questdao do
grupo 5, ’

apresentare-
mos a praxeologia para a questdo Q2 do refe-
rido grupo, adaptando antes Q2 para tarefa.
Togs: Considere os angulos notaveis no
intervalo: 0° < a « 180° (0°, 30°, 45°, 60°,
90°, 120°, 150° e 180°). Identificar o tipo de
lancamento e o ponto maximo atingido pelo
objeto lan¢ado. (Considerando v, =2m/s para

todos os angulos de lancamento).
2 do grupo 5 (t 2G5):

O grupo, utilizando ostensivo escritural,
aponta trés hipdteses de lancamento que po-
dem ser consideradas para responder a Q5:

Técnica

O angulo de 90° é o unico de langamento
vertical; os angulos de 0° e 180°sdo de lanca-
mentos horizontais e os demais angulos de
30°, 45° 60°, 120° e 150° sdao lancamentos
obliquos.

Em seguida, apresentam outra parte da
resposta, utilizando ostensivo escritural, mas
na forma algébrica, como segue na figura 5.

Figura 5 - Técnica do grupo 5 para resolugao
de Q2.
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Em termos de discurso que justifique a
técnica apresentada pelo grupo 5, destacamos
que foi mantido o foco na ideia de alcance.
[sso revela que a técnica foi alicer¢ada na hi-
poétese que o lancamento do projétil é no sen-
tido horizontal. Manifesta-se neste caso a dia-
lética das midias e meios, no modelo grafico
apresentado para a situagao.

Destacamos que um elemento do dis-
curso tecnologico-tedrico, que tem aparecido
de forma implicita nas solu¢cdes das questdes
propostas pelos grupos é o movimento obli-
quo, compreendido como resultante entre
dois movimentos: o movimento vertical (y) e
o horizontal (x). Sabemos que, na direcao ver-
tical, o corpo realiza um Movimento Unifor-
memente Variado, com velocidade iguala V e
aceleracdo da gravidade (g), aspecto descon-
siderado na técnica do referido grupo. Ja na
direcdo horizontal, o corpo realiza um Movi-
mento Uniforme com velocidade igual a V.
Desse modo, internalizou-se o alcance como a
distancia entre o ponto do langamento e o
ponto de queda do corpo, onde y = 0, o que
justifica o fato de o grupo considerar apenas a

componente horizontal do vetor VV sem, no



entanto, utilizar adequadamente as equagoes
que apresentamos na sequéncia.

Para calcular o movimento do projétil na
Q, elaborada pelo grupo 5, é necessario de-

compor o vetor V em seus componentes, 0
que requer conhecimentos da trigonometria.

Uma vez realizada a decomposicdo de ve-
tores, se a intengdo é determinar o desloca-
mento que o projétil fez na horizontal, sera
necessario, ainda, tomar a fun¢do do espaco,
representada pela equagao x = xo + vox . t, e
considerar o componente horizontal do vetor
Vo, dada por v,,v0x = |vo |. cosd, implicando
numa alteracdo na fungéo do espago para X = x o
+|v,]. cosé. t.

No que tange a féormula especificamente
utilizada pelo grupo, visualizamos um salto
desde a ideia do vetor velocidade e seus com-
ponentes até o alcance maximo dado por x

—2
v ~ 7 z : ]
=Zl” send, e nao é factivel inferirmos sobre

a consciéncia do processo de chegada a equa-
¢do acima.

T,ce: Agora considere uma bala langada
com velocidade inicial de vo=15m/s e com o an-
gulo de lancamento com a horizontal no inter-
valo 0° K a < 180°. Determinar o alcance md-
Ximo.

Técnica 2 do grupo 6 (t2G6): Conforme
imagem a seguir:
Figura 6: Técnica usada pelo grupo 6

Fonte: Carvalho (2019).
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No que tange o discurso tecnologico-tedrico
[6, O] presente nos registros desse grupo, a
solucao apresentada ja esbogou uma tentativa
de aproximag¢do com um modelo quadratico,
visto que entendem que a trajetéria do projé-
til é parabodlica, uma vez assumido o langa-
mento obliquo como o mais adequado para
desenvolvimento do estudo em torno de Q.

E como consequéncias didaticas das tarefas
embasadas na questdao Q2, destacamos que 0s
ostensivos utilizados apontam para o objeto
funcao. Além disso, as imagens conceituais
identificadas pelo tipo de objeto ostensivo uti-
lizado nas solugoes da referida questao apon-
tam para convergéncias entre enunciados ela-
borados e solu¢des que sinalizam outras cate-
gorias (CA), a saber:

CA1 - A solugao para Q, que implica na pro-
posicdo e solucdo de outras Qs, quando utili-
zadas equagdes padroes da Fisica (estudo do
movimento) nao se associam diretamente a
funcgdes;

CA2 - A solugao para QQ, que implica na pro-
posicao e solucdo de outras Qs, quando utili-
zadas equagdes que fazem referéncia a y =
f(x)ouaformay ou f(x) = ax? + bx + ¢, admi-
tindo-se as varia¢des das letras utilizadas, as-
sociam-se diretamente as funcdes.

Assim, o reconhecimento de modelos mate-
maticos para modelar fenbmenos do movi-
mento, implica no reconhecimento de que
quando o corpo se movimenta mantém um
certo padrdo/regularidade em sua velocidade
ou aceleragdo. Atentando-se ao que propde o
enunciado de Q, em que a velocidade de lan-
camento do projétil é dita constante, o deslo-
camento deve ter sido reconhecido por esse
grupo e pelos demais que se apropriaram da
ideia de movimento obliquo para solucionar
Qo e as derivadas dela como sendo uniforme.

Isso os vincula a categoria Cai.

No entanto, o grupo 6 ja aponta para o reco-
nhecimento de modelo matematico que mo-



dela fenémenos do movimento, mas o osten-
sivo algébrico utilizado denota uma imagem
conceitual de fun¢des como vistas no contexto
do Ensino da Matematica (categoria Cp,).

A dialética de perguntas e respostas, de certo
modo, mitiga os efeitos do fendmeno [AMI, de
modo que se pode notar, pelos ostensivos uti-
lizados, que os grupos se aproximam de nossa
espera institucional, mas ndo apresentam, até
a terceira secao, praxeologias que facam refe-
réncia a parabola, seus status e relacao com a
funcdo quadratica.

Mas das praxeologias matemadticas registra-
das pelos grupos de colaboradores da investi-
gacdo, destacamos alguns aspectos matemati-
cos, que indicam de certo modo, que os gru-
pos que se aproximaram da nog¢ao de lugar ge-
ométrico. Nas solucdes das tarefas extraidas
de Q,, aproximame-se intuitivamente da nogao
de funcao, isso porque, em geral, uma curva
no plano XY é o lugar geométrico a priori, e um
grafico a posteriori de uma equagdo que en-
volve duas variaveis x e y. Essa relagdo é ex-
plicitada por tarefas do tipo: dada certa equa-
¢do, determine o lugar geométrico correspon-
dente; ou: dado o lugar geométrico, definido
sob certas propriedades, determine a equagao
correspondente.

E do ponto de vista da definicdao do lugar geo-
métrico, e considerando os aspectos episte-
moldgicos que afetam o logos da Praxeologia
Matematica de um sujeito, tomamos uma for-
mulacdo no contexto das transformacgoes.
Nesse caso, consideramos um conjunto de
pontos que sdo imagens de um conjunto de
pontos. Isso altera o status do objeto em ques-
tdo, pois amplia o rol dos aspectos conceituais
do lugar geométrico, que passa de uma visao
classica, em que é o conjunto de pontos que
satisfazem uma determinada propriedade re-
presentada por uma constru¢do geomeétrica
realizada, por exemplo, num ambiente lapis e
papel, normalmente enunciada em termos de
distancias a pontos, retas ou circunferéncias
fixas no plano cartesiano (GOMEZ-CHACON et
al,, 2016), para aquela supracitada.
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Nessa segunda concepc¢ao, segundo Goémez-
Chacén et al. (2016), se chamamos f de fun-
¢do: M — N =f (M), determinar o lugar geomé-
trico de N é buscar o conjunto de todos os
pontos f (M), o que pode ser expressado ainda
por ‘um lugar geométrico é o conjunto de to-
dos os pontos do plano que verificam uma
propriedade definida’. Assim, se L é o lugar
geométrico com propriedade P, se verifica
que:

i) Todo ponto de L possui essa propriedade
P;

ii) Todo ponto que possui a propriedade P
pertence a L, condicdo que pode ser
reescrita da seguinte maneira:

iii) Todo ponto ndo pertencente a L ndo possui
a propriedade P.

Essas consideragdes, integradas ao logos da
Praxeologia Matematica de um determinado
grupo, na nossa experimentacao, poderia con-
duzir a uma equagdo entre as variaveis x e y
(equacao do lugar geométrico L) e, nesse caso,
para Gomez-Chacoén et al. (2016), o lugar geo-
meétrico se definiria de modo funcional, inten-
¢do didatica da nossa proposta.

Ademais a tltima sessdo de experimentagdes
do PEP, a qual denominamos esboco de finali-
zacdo praxeoldgica, nos permitiu refletir so-
bre a necessidade de tal finalizacdo e as difi-
culdades para consegui-la num contexto de
praxeologias abertas. Entendemos por finali-
zagao praxeoldgica, um processo em que a in-
tencao didatica quanto ao objeto de ensino é
revelada ao estudante e este apresenta Praxe-
ologia Matematica compativel com tal inten-
¢do. No caso dessa investigacdo, o estudante
apresentard uma equagdo que represente a
parabola de seguranca.

Seguiremos a estrutura da descri¢do das se-
¢cOes anteriores, apresentadas acima. No en-
tanto, cabe ressaltar que alguns grupos nao
propuseram essa terceira questdo Q3, o que
nos permitiu inferir que, intuitivamente, para



estes ja teria ocorrido uma suposta finaliza-
¢ao praxeolodgica na praxeologia apresentada
na se¢do anterior. Apds o quadro x no qual
apresentamos sintese do trabalho do grupo
nessa Ultima sessdo, focamos nas praxeolo-
gias do grupo 3, pois este foi o que apresentou
uma questao diferente da dltima sessdo, além
de se aproximarem da nossa intengdo didatica
na investigacao.

Quadro 3: Questdes derivadas do PEP, ultima
sessao

CATEGORIA | GRUPO | QUESTAO Qs PROPOSTA

2 Determine o tempo que o pro-
jétil leva para atingir a altura
méxima. E possivel, diante
disso, determinar o valor de x
C1 na funcéo horéria da questéo
anterior?

3 Sabendo que o alcance de um
projétil é de y metros de al-
tura e x metros de compri-
mento, e considerando que o
lancamento é obliquo, com
velocidade constante, com an-
gulos num intervalo [0, 180]
graus, em qual lugar qual-
c3 quer objeto estaria protegido
dos projéteis langados?

4 Suponha uma velocidade
constante x, nas condi¢des
das questdes anteriores. Qual
a distancia entre o lancador P
€ um objeto ndo localizado no
solo?

5 Considerando as questdes an-
teriores e suas respostas, é
possivel apontar um lugar se-
guro para o objeto?

Fonte: Carvalho (2019).

A técnica 3 do grupo 3 (t3c3), que se aproxima
da inteng¢do didatica do PEP, ou seja, que se
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aproxima da no¢do de uma equag¢do quadra-
tica para representar a relacdo funcional é
mostrada na figura a seguir:

Figura 7 - praxeologia do grupo 3
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O discurso tecnolégico-teédrico [6, O]
que justifica a técnica mostrada na figura 7, se

alicerca nas seguintes nogoes:

- Escrita de uma lei que descreve uma

familia de trajetorias parabolicas;

- Isola-se em seguida a formula da tra-
jetéria do projetil em, e a partir disso, deter-
minando o angulo que o projetil a uma velo-
cidade v, sujeito a acdo da gravidade g, de-
vendo ser disparado para atingir um ponto

(%, ¥), analisa-se trés casos:



A>0,A<0eA=0,

[sso porque, identifica-se que esta equa-
¢do é quadratica. Como os lancamentos sob
diferentes angulos vao descrever distintas pa-
rabolas, é possivel perceber que as alturas
maximas destas, formam um conjunto de pon-
tos (lugar geométrico dos pontos que sao
pontos maximos de parabolas) e conside-
rando onde um objeto seria atingido, chega-se
a escolha do caso A= 0.

- O ultimo passo é calcular A igualando-
0 a zero, 0 que permite escrever y em funcao
X, Uma equacao quadratica, logo um represen-
tante de uma func¢do quadratica.

No que se refere as consequéncias didati-
cas das tarefas elaboradas pelos grupos de co-
laboradores da pesquisa, primeiro precisa-
mos salientar que as categorias abertas das
questdes se alteram parcialmente. Observe-se
conforme descrita abaixo, que a no¢do de fun-
¢do quadratica, ndo surge nas praxeologias
apenas quando do uso das notagdes comu-
mente utilizadas no estudo das fun¢des em
Matematica: y = f(x), no entanto, ao depa-
rar-se com uma equacao como ho caso do
grupo 3, produziu-se uma imagem conceito
de funcdo a ponto de ocorrer o registro da pa-
lavra funcao na solucdo dada para a tarefa. A
categoria 2, ap0s alteracao, denominamos Caz,
e a mesma foi descrita: a solugdo para Qo, que
implica na proposicao e solucdo de outras Qs,
quando utilizadas equag¢des que fazem refe-
réncia aideia de lugar geométrico mesmo sem
utilizacdo das notagdes y = f(x) ou a forma
youf (x) = ax? + bx + ¢, admitindo-se as va-
riagdes das letras utilizadas, associam-se di-
retamente a noc¢ao de funcgdes.

Pelo enunciado inferimos a intencao e as
hipéteses da situacdo dos grupos, mas sao as
solucdes (técnicas) que de fato dao indicios
mais fortes para vincular as questdes as cate-
gorias abertas. A palavra funcao nao é dita ou
escrita nos registros do grupo 3, mas referem-
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se a elementos que sdo especificos da para-
bola quando seu status é de grafico da fungao
quadratica, e nao fazem uso de expressoes
que liguem essa noc¢do ao status de conica.
Esse grupo é mais incisivo nesse ponto, utiliza
outras no¢des como o calculo do A e apds ana-
lise que acreditamos ter ocorrido, pois nao foi
explicitada, consideraram a necessidade de
igual A= 0 para escrever y em funcao de x, o
que fizeram apresentando um modelo funcio-
nal quadratico, mostrado na figura 7.

Ao menos nesse contexto de experimen-
tacdo, a aproximacao com a nog¢ao de lugar ge-
ométrico é um elemento que esta na base de
constituicao do saber func¢do quadratica e sua
noc¢ao/conceito e a depender do tipo de tarefa
proposta numa determinada institui¢ao pode
ser evocado e conduzir os sujeitos da institui-
¢do a noc¢ao da func¢do quadratica.

As formas que as tarefas sdo elaboradas
dardo o norte para o tipo de técnica e os os-
tensivos que serao utilizados, além de aproxi-
mar ou nao um sujeito do objeto que foi inten-
c¢do didatica do PEP experimentado. Desse
modo, foi imprescindivel os grupos chegarem
e manterem o foco na no¢ao de lugar geomé-
trico, para fazerem a transicao da situagdo da
fisica para um modelo matematico determi-
nado.

A propria definicdo de parabola de segu-
ranca (PS) parte da ideia de lugar geométrico.
Enxergar as trajetorias parabolicas na situa-
¢do e considerando a variagdo correta dos an-
gulos de lancamento pode elucidar os proce-
dimentos e propriedades que permitam che-
gar a noc¢ao da PS, como foi o caso da praxeo-
logia registrada pelo grupo 3.

Como vimos na experimentacdo do PEP
que intentou mobilizar a no¢do de parabola
de segurancga para levar os sujeitos de uma
instituicdo ao encontro da parabola como fun-
¢do, as técnicas dependem dos ostensivos uti-
lizados, que por sua vez mantém uma relagdo
com 0s nao ostensivos (as nogdes, conceitos,



etc.). Sdo esses objetos ndo ostensivos que au-
xiliam na justificativa para validade da téc-
nica. Como ingredientes das técnicas, no caso
especifico do grupo 3 destacamos: modelar si-
tuagdes de dependéncia entre duas grandezas
por féormulas; esbogar grafico de dependéncia
entre duas grandezas; determinar uma quan-
tidade a partir de outra; e estudar as varia-
¢coes de uma quantidade.

O referido grupo, tem como modelo o
conjunto de trés tarefas propostas no PEP,
para as quais tentam implicitamente unir ta-
refas e técnicas por propriedades comuns a
elas. A sintese dessas tarefas e técnicas, nos
parece um esboc¢o de uma organizacdo mate-
matica local, haja vista, as trés tarefas diferen-
tes e suas técnicas terem em comum um
mesmo discurso tecnoldgico-tedrico como
elemento integrador e aparentemente serem
tipos de tarefas de um mesmo género.

Ademais, com a mobilizacao da dialética
de midias e meios, verifica-se afirmacdes con-
tidas nas técnicas e controla-se os resultados
que permitem chegar o mais proximo possivel
da resposta esperada institucionalmente lin-
kada com a noc¢do de parabola de seguranca.
Verificar e controlar as técnicas, nesse con-
texto, exprimem tarefas que nao sdo matema-
ticas, mas essencialmente didaticas ao logos
da praxeologia matematica em discussao.

ALGUMAS
CONSIDERACOES

Com o intento de analisar o alcance de um
modelo praxeolégico alternativo, implemen-
tado por um PEP, na reconstrucao de praxeo-
logias de futuros professores de matematica,
quando integramos no logos das praxeologias
matematicas destes, no¢des didaticas, discuti-
mos neste artigo as condicdes e restrigdes
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dessa proposta didatica a partir da aborda-
gem da funcdo quadratica e do duplo status da
parabola.

Isso implica dizer, é mais um trabalho
para fortalecer uma comunidade de estudo de
futuros professores de Matematica, fortaleci-
mento este, pensado no sentido de superagdo
dos efeitos da incompletude da atividade ma-
tematica institucional na formacao de profes-
sores de matematica, o que na pratica pode
ser representado pela substituicdo gradativa
nas praticas institucionais, de respostas por
perguntas.

Sabemos que muitos fatores afetam a
area educacional, mas significativamente
existem alguns que podem ou ndo fomentar
gestos de estudo, que parecem aproximar ou
afastar os sujeitos de elementos esperados na
atividade matematica (o sujeito fazendo ma-
tematica).

Essa pesquisa mesmo, foi influenciada vi-
gorosamente por dois gestos de estudo, e da
necessidade de provarmos nossas hipoteses
de trabalho, especialmente na sua entrada ex-
perimental, brevemente descrita no topico re-
sultados e discussoes.

Quanto a implementacao do PEP, além de
um novo modelo praxeoldgico alternativo
(por se se opor aos modelos engessados pelas
obras didaticas e praticas dominantes nas ins-
tituicdes) reconstroi também o topos da Insti-
tuicdo I, além do que ja sabemos sobre a re-
construcdo de pais de estudantes e professo-
res.

Por esse motivo, inferimos que o MPA,
proposto e que se materializa pelo PEP expe-
rimentado, d4 indicios de que a atividade ma-
tematica das pessoas participantes evolui
sensivelmente da condi¢do de uso de uma ma-
tematica conhecida, quando seu uso configura
a tentativa de resolucao de problemas, a ativi-
dade matematica expressada pela criacdo de
uma nova matematica (nova forma de ver sua
razdo de ser e utiliza-la).



Duas questdes surgem das analises dos
dados construidos na investigacao recortada,
a saber: a possibilidade de cobrir um curri-
culo com a proposicao e experimentagao de
modelos praxeoldgicos alternativos que se
efetivem por peio de PEPs; e como inserir PEP
no sistema de ensino e principalmente na for-
macao de professores sem, no entanto, apre-
sentara noc¢oes da didatica, questionamento
que compartilhamos com Jessen e Rasmussen
(2018), além de integrar noc¢des didaticas no
logos da praxeologia matematica.

Duas nog¢des foram cruciais, pois sdo des-
critas na literatura como gestos de estudo/di-
aléticas. Concentramos assim na dialética de
perguntas e respostas e na das Midias e meios.
Como a dialética de perguntas e respostas,
que esta no coracao do PEP estd naturalmente
imbricada no seu desenvolvimento, na produ-
¢do ou reconstrucao de praxeologias matema-
ticas, é visivel sua presenca no bloco do saber-
fazer, onde sdao apresentadas as tarefas e téc-
nicas, facilmente percebemos ao acompanhar
a descrigdo dos dados da pesquisa. O que ndo
esta explicito, e depende de um esforco inter-
pretativo maior, é sua presenca no bloco tec-
noloégico-tedrico (logos).

Se no logos da PM, apresentam-se as pro-
priedades matematicas que justificam técnica
usadas na resolucdo de tarefas, como o gesto
de estudo de perguntas e respostas estariam
integrados a um aspecto da PM que parece es-
tritamente matematico?

Segundo um critério fundamental da
TAD, que é o da indissociabilidade entre o sa-
ber-fazer e o logos, a nocdo de dialética de
perguntas e respostas esta em primeiro plano
ligada ao bloco do saber-fazer, mas por este
ser vinculado ao do logos, tal dialética inter-
fere na proposicdo de discursos que justifi-
quem o saber-fazer desde a elaboragao de ta-
refas até respostas.

No quesito especifico tarefas propostas
no desenvolvimento do PEP, e da andlise dos
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dados construidos, concluimos que as tarefas
sdo complementares para todos os grupos,
pois uma revela a razdo de ser da outra, e isso
é 0 que motiva o percurso de estudo. Elas de-
vem ser a condicdo que faz com que existam
relagdes com os objetos, tanto em pessoas
como em instituicoes.

E o PEP d& um novo significado a essa re-
lacdo entre pessoas, objetos matematicos e as
instituicdes. E o que mencionado em alguns
momentos como razdo de ser do objeto. Essa
¢ uma condicdo que pode ser criada em torno
tanto do objeto como da institui¢cdo na qual o
objeto é reconhecido.

Consideramos uma restrigdo importante
para a investigacdo, ndo chegarmos a com-
preensao das maneiras como um colaborador
da pesquisa compreendia os conceitos, por
exemplo de parabola ou de funcao, isso por-
que mantivemos o foco nas praxeologias de
praxeologias de pequenos grupos de estudo, a
priori registros do que foram consenso para
os membros do grupo. E outro fator, é que ndo
demos conta de descrever ou analisar as con-
digdes para engajamento dos futuros profes-
sores na proposicdo de percursos de estudo e
pesquisa.

Ademais, o PEP permite a gestdo do
tempo didatico, via dialéticas que sao incor-
poradas ao seu planejamento, gestdo e expe-
rimentacdo. Falamos da dialética de pergun-
tas e respostas, mas outra nog¢do didatica que
pretendiamos analisar a integracdo foi a das
midias e meios. Esse gesto de estudo parece
ser crucial também para gestdo do tempo,
pois requer uma postura de busca de informa-
¢des que nao deve ocorrer no tempo de en-
sino, mas no de aprendizagem, e que permite
confrontar diferentes informagdes o que nao
parece ser viavel no tempo didatico na sua di-
mensao tempo de ensino que coincida com o
cronoldgico.
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