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Resumo: Este trabalho tem em seu escopo a investigacdo das relacOes recorrentes bi e
tridimensionais do modelo de Fibonacci. Nesse sentido, € realizada uma transposi¢ao didatica
dessas relagdes matemdticas através de uma proposta de atividades com enfoque na Teoria
das Situagdes Didaticas. Desse modo, as etapas de resolucdo das questdes sdo categorizadas
em acdo, formulacdo e validagdo, obedecendo ao paradigma da Teoria das Situacdes
Didaticas. Além do mais, espera-se que as questdes sejam resolvidas pelos alunos, enquanto,
a institucionalizacdo seja realizada pelo docente com a finalidade de ampliar o repertdrio de
conhecimento que abrange conceitos e relacdes oriundas do modelo de Fibonacci.
Finalmente, compreende-se que a proposta didética oportuniza o entendimento da constru¢ao
das identidades bi e tridimensionais para os nimeros complexos de Fibonacci G(n, m) e G(n,
m, p) a partir da extensdo das identidades unidimensionais. De fato, € possivel observar um
processo histérico-evolutivo do modelo caracterizado pela introducdo da unidade imaginéria
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1" e sua abordagem em dimensdes superiores.
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A PROPOSAL OF ACTIVITIES WITH A FOCUS ON THE THEORY OF
DIDACTIC SITUATIONS: FIBONACCIAN BI AND THREE-
DIMENSIONAL IDENTITIES

Abstract: This work has in its scope the investigation of the recurrent bi and three -
dimensional relations of the Fibonacci model. In this sense, a didactic transposition of these
mathematical relations is carried out through a proposal of activities focusing on the Theory
of Didactic Situations. In this way, the resolution steps of the questions are categorized into
action, formulation and validation, obeying the paradigm of Theory of Didactic Situations.
Moreover, it is expected that the issues will be solved by the students, while the
institutionalization will be carried out by the teacher in order to expand the repertoire of
knowledge that encompasses concepts and relationships derived from the Fibonacci model.
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Finally, it is understood that the didactic proposal allows the understanding of the
construction of the bi and three-dimensional identities for the complex numbers of Fibonacci
G(n, m) and G(n, m, p) from the extension of one-dimensional identities. In fact, it is possible
to observe a historical-evolutionary process of the model characterized by the introduction of
the imaginary unit "i" and its approach in higher dimensions.

Keywords: Mathematics Teaching. Theory of Didactic Situations. Fibonacci Model.
Recurrent Relations. Bi and Three-dimensional Identities.

INTRODUCAO
O modelo de Fibonacci tem sua génese a partir da problematiza¢do da reproducgdo de

coelhos “imortais” que é representada matematicamente pela recursividade unidimensional

Fora =T + 1, V€N Nu Matemitica Pura, o modelo passa por um processo de extensao

de suas propriedades. Nesse ambito, alguns autores como Berzsenyi (1977), Pethe e Harman
(1981), Horadam (1986), Oliveira, Alves e Paiva (2017) sdo destacados por discutir o modelo
através de representacdes complexas, a partir da inser¢do da unidade imagindria “i”, em
dimensdes superiores.

Nesse sentido, este trabalho tem o objetivo de explorar as relacdes bi e tridimensionais
para os nimeros de Fibonacci a fim de realizar uma extensao das identidades unidimensionais
para estruturas de duas e trés dimensodes. Para isso, assume-se a seguinte questdo norteadora:
como e qual enfoque diddtico permite realizar situacdes de ensino, nas quais o modelo de
Fibonacci € explorado a partir de relagdes recorrentes complexas bi e tridimensionais? Assim,
¢ realizada uma transposicdo didética dessas relacdes através de um conjunto de atividades
com enfoque na Teoria das Situacdes Didaticas.

A vista disso, pretende-se com essa proposta de atividades, organizar e prever as
possiveis etapas de resolucdo das questdes, assim, essas fases sdo categorizadas de acordo
com a Teoria das Situagdes Didaticas, em: acdo, formulacdo e validacdo. E, em seguida, é
feito um breve relato da institucionalizacdo e sdo demonstradas algumas identidades para os
nimeros complexos de Fibonacci G(n, m) e G(n, m, p). Logo, essa teoria serd discutida a

seguir.

TEORIA DAS SITUACOES DIDATICAS

A Teoria das SituacOes Didéticas (TSD) foi concebida por Brousseau no ambito da
Didatica da Matematica. A fundamentacdo dessa teoria teve forte influéncia das concepgdes
piagetianas sobre o processo de desenvolvimento cognitivo dos alunos. Todavia, atualmente,

a TSD € adotada como metodologia de ensino, pela qual € possivel categorizar as etapas de
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resolucdo, de uma atividade proposta, em: acdo, formulacdo e validacdo. Essas etapas
permitem avaliar e observar como o raciocinio inferencial € desenvolvido durante a
aprendizagem de conceitos matematicos.

No contexto cognitivo, Brousseau (1976) investigou como a cogni¢do € instigada e
manifestada em situacdes de ensino quando se estuda conceitos e relacdes matemdticas numa
abordagem epistemoldgica. Assim, a TSD € sistematizada em quatro etapas consecutivas:
acdo, formulacdo, validagao e institucionalizacdo. Nesse sentido, Alves (2016, p.143) explica
que, durante a resolucdo de uma questao, o sujeito assume dois sistemas mentais: um “corpus
tedrico particular, definido a priori pelo expert e, relativamente ao qual, o estudante estd
autorizado a desenvolver/elaborar suas inferéncias” e o outro € um conjunto de
conhecimentos prévios, intrinsecos do aluno, de natureza intuitiva.

A vista disso, na fase de acdo, Pais (2002, p. 72) explica que o estudante recorre a “um
conhecimento de natureza mais experimental e intuitiva do que tedrica. Mesmo que esses
procedimentos estejam associados a alguma teoria, o que estd em jogo ndo € a explicitagdo
dessa referéncia tedrica”. Dessa forma, a etapa de formulagdo é responsavel pela transi¢ao do
pensamento intuitivo para o status de raciocinio inferencial, assim, neste momento, 0s
argumentos sao mais elaborados.

Por conseguinte, tem-se a validacdo, na qual as conjecturas elaboradas sdo verificadas
a fim refutd-las ou valida-las. Para isso, o aluno passa a apresentar uma linguagem mais
tedrica e formal, fazendo uso de propriedades e métodos de demonstragdes matemaéticas.
Finalmente, tem-se a institucionaliza¢do, em que o docente avalia as producdes dos alunos
com o proposito de ampliar, segundo Teixeira e Passos (2013), o estatuto de saber matematico
através da formalizacdo e generalizacdo dos conceitos aprendidos. A seguir, tem-se uma

abordagem bi e tridimensional do modelo de Fibonacci.

RELACOES RECORRENTES BI E TRIDIMENSIONAIS PARA OS NUMEROS DE
FIBONACCI

O modelo matematico de Fibonacci € representado pela recursividade unidimensional

L =ha+L =5, =5, 5. YneN De acordo com Oliveira, Alves e Paiva (2017),
podem ser descritas as seguintes propriedades unidimensionais:
n 5 9
Z (ftH)2=1.1.,, z f,..=4f,,, ¢ anﬁ =11f ,.. Assim, numa perspectiva de investigar
i=1 i=0 i=0
o modelo em dimensdes superiores, sdao assumidas relagdes recorrentes bi e tridimensionais

complexas. Nesse ambito, destacam-se os autores Oliveira, Alves e Paiva (2017) que
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exploram as relacdes recorrentes e identidades bi e tridimensionais para oS nimeros
complexos de Fibonacci.

Além do mais, podem ser citados alguns pesquisadores como Berzsenyi (1977), que
discute os inteiros gaussianos como uma representacdo complexa para os termos de
Fibonacci, Pethe e Horadam (1986), que fazem uma abordagem do modelo através dos
nimeros de Fibonacci Gaussiano, e Harman (1981) que descreve os nimeros de Fibonacci a
partir dos Gaussianos Inteiros (n, m) = n + mi. Desse modo, segundo Oliveira, Alves e Paiva
(2017), podem-se apresentar as defini¢des, os lemas e os teoremas a seguir:

Definicao 1. Desde que os valores iniciais sejam G(0,0) =0,G(1,0)=1,G(0,1) =i e
G(1,1) =1+i,0s ndmeros G(n,m) satisfazem as relagdes recorrentes bidimensionais:
G(n +2,m) =G(n +1,m) +G(n, m)
{G(n,m+2) =G(n,m+1)+G(n, m)
Lema 1. Sdo vélidas as propriedades:
G(n,0)=f,
G(O,m)=f i
G(n,1)=f, +f i
G(l,m)=f,_, +f i

Teorema 1. Para n.m €N, o5 niimeros G(n, m) sdo determinados por:

G(n,m)=ff_, +f f.1

m+l n+l m™*

Definicao 2. Desde que os valores iniciais sejam:  G(0,0,0) =0,G(1,0,0) =1,G(0,1,0) =i,
G(0,0,) =G, 1, =1+i+j G(0,1,1)=i+j,G1,0,1)=1+j eG(,1,0)=1+i, os
ndmeros G(n,m,p) satisfazem as relacdes recorrentes tridimensionais:
G(n+2,m,p) =G(n+1,m,p)+G(n,m,p)
G(n,m+2,p)=G(n,m+1,p)+G(n,m,p)
G(n,m,p+2) =G(n,m,p+1)+G(n,m,p)
Lema 2. Sao vélidas as seguintes propriedades:

G(n,0,0) =T,
G, LI)=f, +f i+f i
G(n,1,0)=f +f i
Gn,0,)=f +f ,j

Teorema 2. Para n.mp<N os nimeros da forma G(n,m,p) sio determinados por:

G(n,m,p) =f,f,f, .+ fuf i+ ]

n-m+l"p+l n+l"m= p+l
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No préximo tépico, serd apresentada uma proposta de atividades que oportunizam
explorar as relagdes bi e tridimensionais, com a finalidade de verificar as identidades

unidimensionais em representagdes com duas e trés dimensoes.

ATIVIDADES PROPOSTAS: IDENTIDADES BI E TRIDIMENSIONAIS

Nesta secdo, serdo propostas atividades (Quadro 1) com enfoque na Teoria das
Situacdes Didaticas a fim de oportunizar o entendimento da construc¢do de identidades geradas
a partir da investigacdo das relacdes recorrentes bi e tridimensionais do modelo de Fibonacci.
Nesse sentido, serd feita uma predicdo das etapas de acdo, formulagdo e validacio no
momento da resolucdo de cada questdo. Pretende-se, com isso, descrever como as definicdes e
relacdes matemadticas sdo mobilizadas na demonstracdo matemadtica de propriedades.

A priori, para resolver as questdes propostas, € necessario que os alunos tenham um
conhecimento prévio sobre as relacdes recorrentes bi e tridimensionais Fibonaccianas, assim,
na fase de agdo, para todas as questdes, espera-se que os alunos pensem em avaliar as
identidades de modo andlogo as demonstracdes das identidades unidimensionais. Diante

disso, a seguir, serdo descritas e discutidas as resolu¢des para cada atividade.

Quadro 1 — Atividades propostas

Com base nos seus conhecimentos sobre as relagdes recorrentes bi e tridimensionais,
considere que os nimeros G(n,m) € G(n,m,p) devem satisfazer, respectivamente,
as seguintes condi¢des de recorréncia:

G(n+2,m,p)=G(n+1,m,p)+G(n,m,p)
G(n,m +2,p) =G(n,m +1,p) + G(n,m,p)

{G(n +2,m)=G(n+1,m)+G(n,m)
G(n,m,p +2) =G(n,m,p +1) +G(n,m,p)

G(n,m+2)=G(n,m+1)+G(n,m)

n 5
De acordo com as identidades unidimensionais z (f)z2=11~ .. z f..=4f .,
i=0

i=1

9
e anﬂ =11f ,.. Verifique quais identidades sdo determinadas para a soma dos:
i=0
Atividade 1: n primeiros quadrados dos nimeros G(n, m).
Atividade 2: n primeiros quadrados dos nimeros G(n, m, p).
Atividade 3: seis nimeros G(n, m) consecutivos.
Atividade 4: seis nimeros G(n, m, p) consecutivos.
Atividade 5: dez nimeros G(n, m) consecutivos.
Atividade 6: dez niimeros G(n, m, p) consecutivos.

Fonte: Elaboracao dos autores.

Inicia-se a discussdo das questdes, considerando a representacdo dos nimeros G(n,m)

e G(n,m,p) através das relagdes recorrentes  bi e  tridimensionais
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G(n+2,m)=G(n+1,m)+G(n,m) e G(n+2,m,p)=G(n+1,m,p)+G(n,m,p). Nesse sentido, na

n
atividade 1, os alunos devem manifestar a agao de desenvolver o somatério z G(i,m)2

i=1

Tabela 1 - Esquematizacdo das etapas de resolucdo das atividades 1 e 2

Acdo Formulacao Validacao
Desenvolver Aplicar Determinar
Gmn,m)=ff . +f  fi n
noo nm e GG,mp =[(1-f,, f )+ f 2 ]+
z G(i,m) e ; 1-tn+2 1-tme+
- fn = fn—l +fn—2 +(fr?+1 +fn'fn+2 _l)fm‘fmﬂi

ZG(17 m, p)2 = (fri + fnfn+1fri+l - fn+1fn+2f[$1 )fpz+l

i=1

S G(i.m.py | Gump) =06, 0+ FE L+, —DEF 20+
i=1

+fn+lfmfp+li + fn+1fm+lfpj + (fnfn+2 +fr12+1 _1)f131+l fp fp+lj +
+(ff, —D.QEf L E 1+ £ ).

m - m+l “p+l Tp

Fonte: elaboracdo da autora.
Prosseguindo, na formulag@o, com a determinacdo das parcelas através da aplicacdo de
G(n,m)=ff_, +f ,f i, ademais, as opera¢des e simplificacdes podem ser feitas

utilizando a recursividade unidimensional f =f _ +f _,. E, no processo de validacdo, deve-se

determinar: > GGm2 == f,, )2+ £2, 1+ (2, + 1, = DEfL

i=1

Analogamente, a abordagem tridimensional dessa identidade possibilita a resolu¢do da

atividade 2 (tabela 1).

Tabela 2 — Esquematizacdo das etapas de resolugdo das atividades 3 e 4

Acdo Formulacao Validacao

Desenvolver Aplicar Determinar

5 G(n,m) = fnfm+1 + fn+1fmi 5

> G(n+i,m) e D> G(n+i,m)=4G(n+4,m)
i=0 i=0

fn = fn—l +fn—2
5

5 Gn,m,p)=ff . f .+ : —
> G(n +i,m,p) . e ;G(n +i,m,p) =4.G(n + 4, m,p)
i=0 +fn+1fmfp+11 + fn+1fm+1fp‘] -

Fonte: elaboracdo da autora.

5
Na atividade 3, na fase de acdo, deve-se desenvolver Z G(n +1i,m). Na formulacgao,
i=0

pode-se  escrever o0s termos, nudmeros G(n,m), do somatério aplicando
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G(n,m)=ff , +f , f 1, além disso, as simplificacdes podem ser feitas pela

m+l1 n+l " m

recursividade unidimensional f =f _ +f ,. E, na validacdo deve-se determinar

5
Z G(n+i,m) =4.G(n +4,m). De modo andlogo, consegue-se resolver a atividade 4 que é
i=0

uma extensao da propriedade bidimensional para trés dimensdes (tabela 2).

Tabela 3 — Esquematizacdo das etapas de resolugdo das atividades 5 e 6

Acdo Formulacao Validacao
Desenvolver Aplicar Determinar
9 G(n,m) :fnfmﬂ +fn+1fmi 9
> G(n+i,m) e D> G(n+i,m)=11.G(n +6,m)
i=0 _ i=0
fn - fn—l +fn—2
9
9 Gn,m,p)=ff . f .+ i =
> G(n+i.m.p) . Hoet ™ Z_(}G(n+1,m,p) 11.G(n + 6,m,p)
i=0 H ] =

Fonte: elaboracao da autora.
Na resolucdo da atividade 5, no momento de acdo, deve-se haver o desenvolvimento
9
de Z G(n +1i,m). Assim, na formulagdo, pode-se escrever os numeros G(n,m) do
i=0

somatorio recorrendo a G(n,m) =f f _ +f

n-m+l

f 1, além do mais, as simplificacGes podem

n+l

ser feitas pela recursividade unidimensional f =f _ +f _,. E, na etapa de validacdo, deve-se
9

obter ZG(n +i,m)=11.G(n + 6,m). Analogamente, a atividade 6 ¢ resolvida a partir da
i=0

extensdo da propriedade bidimensional para trés dimensdes (tabela 3). A seguir, tem-se a

institucionalizagao.

DISCUSSAO E INSTITUCIONALIZACAO

Na institucionaliza¢do, pretende-se, com as atividades propostas, formalizar o
contedido estudado e, assim, ampliar o repertério de conhecimento sobre as relacdes
matematicas oriundas da investigacdo do modelo de Fibonacci. Além do mais, percebe-se a
marcante caracteristica de rigor matemético desta situacdo diddtica que, todavia, de modo
implicito, oportuniza a observacdo de um processo evolutivo do modelo de Fibonacci.
Doravante, as identidades bi e tridimensionais trabalhadas nas atividades serdo deduzidas com

fundamentagdo no trabalho de Oliveira, Alves e Paiva (2017).

Caminhos da Educacdo Matemética em Revista (Online), v. 9, n. 3, 2019 — ISSN 2358-4750



Identidade 1. A soma dos n primeiros quadrados dos nimeros G(n, m) é dada por:

Z G(l’ m)2 = [(1 - fn+1'fn+2 )fnz1 +fn 'fn+1‘fnz1+l] + (fnz+1 + fn 'fn+2 - Dfm £

i=l1

m +l1 ‘
Demonstracao: pode-se escrever:

G(1,mp =[G(2,m) —-G(0,m)].G(l,m) = G(2,m)G(1, m) —G(0,m)G(1,m)

G(2,my? =[G(3,m) -G, m)].G(2,m) = G(3,m)G(2,m) -G(l, m)G(2,m)
G(3,m)?=[G(4,m)-G(2,m)].G(3,m) = G(4,m)G(3,m) - G(2,m)G(3,m)
G(4,my? =[G(5,m) - G(3,m)].G(4,m) = G(5,m)G(4, m) - G(3,m)G(4, m)
G(5,m)? =[G(6,m) —G(4,m)].G(5,m) = G(6,m)G(5,m) - G(4, m)G(5, m)

G(n,m)? =[G(n +1,m)—G(n —1,m)]G(n, m) = G(n +1,m)G(n,m) —G(n —1,m)G(n, m).

Assim, segue que ZG(i, m)? =G(1,m)?+G(2,m)? +... + G(n,m)?> =—G(1,m).G(0,m) +

i=1

+G(n +1,m).G(n,m) =~ (£, + £i)fi + (£ .0+ ,.f0) . (.0 +f .fi)=

n+2 * " m
== f, i 24 £0, 02, + (20 0+ £ 8 i~ fof, 620 ) Gli,mp=
i=1

=[(A=f,, £ )2+ f f2 4 (=f £ +F 2+ i n

n* n+l* m+l m* m+l* n+l n* n+2° " m
Identidade 2. A soma de seis nimeros G(n, m) consecutivos é divisivel por quatro:
5
D> G(n+i,m)=4.G(n+4,m).
i=0

Demonstracdo: a partirde G (n,m ) = f_f + f_, f_1 pode-se avaliar os nimeros

m +1 n+l " m

G(n, m) da seguinte maneira:

G(n,m)=f f , +f  fi
Gn+1l,m)=f  f  +f ,fi
Gn+2,m) =f ,f . +f .fi

G(n+3,m)=f . f  +f . fi

Gn+4,m)="f f  +f fi

n+5°*"m

G(n+5m)=f . f +f fi

n+6°"m

m+1

5 6
Veja que D f . =4f . Alémde: D f . =, +f,,) + . +f,,) +F s+ =

i=0 i=1

=f

n+3

5
+f .+, +f, =f 4+ +f s +f,, +f =4f . Dessa forma, ZG(nﬂ,m) =
i=0

=G(n,m)+G(n+I,m)+Gn+2,m)+G(n+3,m)+ G(n+4,m)+ G(n+5,m) =
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5
= (fn +fn+1 +fn+2 +fn+3 +fn+4 +fn+5 )fm+1 +(fn+1 +fn+2 +fn+3 +fn+4 +fn+5 +fn+6)fmi = (zfnﬂj'fmﬂ +
i=0

6 5

+(an+i j £i=48,,, 5, +4f  Fi =4, £+, 00D Gn+i,m) =4G(n+4,m). =
i=1 i=0

Identidade 3. A soma de dez nimeros G(n, m) consecutivos € divisivel por onze:

9
Y G(n+i,m)=11.G(n+6,m).

i=0

Demonstracao: de modo andlogo a demonstracao anterior, ao

aplicarG(n,m) =f f_, +f ,f ipara escrever os nimeros G(n, m), tem-se que

9 10
me =11f ,, e também an+i =, +.+tf )+ o+ =4 A A A+ (E
i=0

nt5 n+7 n+8 n+8
i=l

+fn+9):
= 4’fn+5 +fn+7 + 2[fn+8 +(fn+7 +fn+8 )] :4’fn+5 +3fn+7 + 4fn+8 = 4'fn+5 + 31:n+7 + 4(fn+6 +fn+7) =
9

=4f +4f +7f . =11f ... Desse modo, z G(n+i,m) =G(n,m) +G(n+1,m) +G(n+2,m)+

i=0

+.. +Gm+8,m) + Gn+9,m)=(f, +f , +f , +..+f  +f ) +(

n+l

+ fn+2 + fn+3 +

9 10
+.4f + £, )L :(me. meﬂ +(me. mei =11f £, +11f £ i=11(F , £, +f, . £ i)
i=0 i=1

+1

9
0 G(n+i,m)=11.G(n+6,m).

i=0

Identidade 4. A soma dos n primeiros quadrados dos nimeros G(n, m, p) é dada por:
Z G (1, m, p)2 =(f[i + fnfn+1f[121+1 - fn+1fn+2fni )fp2+1 + (fnfn+2 + fn2+1 - 1)fmfm+1fp2+li +
i=1

+ (f f ., +f2, -Df2, fof i+ (., -D.Qf f  f,fij+ f2. fp2 7?).
Demonstracio: continuando o raciocinio da demonstracdo da identidade anterior, podemos

verificar que:

G(1,m p? =[G(2, m p) —G(0,m p)]. G, m, p) =G(2, m, p)G(1, m, p) —~G(0,m p)G(1, m, p)

G(2, m,pp* =[G(3,m p) —G(1, m p)].G(2, m p) =GB, m p)G(2, m p) —~G(l, m, p)G(2, m p)
G(3,m pP =[G(4,m p) —G(2, m p)l G3,m p) =G(4, m p)G(3, m p) ~G(2, m p)G(3, m,p)
G(4, m, py* =[G(5, m p) ~G3, m p)1.G(4, m p) = G(5, m p)G(4, m,p) —G(3, m p)G(4, m, p)
G(5, m,py =[G(6,m p) —G(4, m,p) G, m, p) = G(6, m, p)G(S, m, p) ~G(4, m, p)G(S, m, p)

G(n,m p? =[G(n +1,m,p) =G(n ~1,m, p)JG(n, m,p) =G(n +1,m, p)G(n, m p) —~G(n —1, m, p)G(n, m, p)
De fato, iG(i, m,p)? =G(I,m,p)? + G(2,m,p)? +... + G(n,m,p)? =— G(1,m, p).G(0,m,p) +
i=1

+Gn+Lmp).Gm,mp) = —(f, £, + {00+ ). (.0 + ) +

m*"p+l
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* Eraffo * Frofufou + Fralol D Efofo g+ ff i+ £ f L f == F 20+ 21, -

n+l-m+1"p+l n+2"m p+ n+2 m+l n m+l"p+l n+l-m p+

fofuefofpull = fmafpfpnd = fufuuffoull = fauf, ? + ffiafonfon + fufiofufofod +

m- - m+1"pTp+l m+l m - m+l"pTp+l m+l

620 E g+ E2 o f2d = £ o202+ £ F o F ]+ P2 E2Ff )+

n n+2 - m+l"pp+l

Fh b f fn B £ 1)+ £ T 2,620 = (2 + 66,82, = f,f,,f2) £, +

n+l "n+2 "m T m+l “p+l n+l "n+2 "m+l “p

+ (fnfn+2 +fnz+1 - 1)fmfm+1fp2+1i + (fnfn+2 +fx12+1 _l)fr?lﬂfpfpﬂj + (fn+1fn+2 - 1) mefm+1fp+1fpij +
(ot — 1)f1121+1fp2j2'

Logo: z G(i,m,p)2 =(f, + £, 0 ~Frfnfe )fpzﬂ +(f,f, 0 - l)fmfm+1f132+1i +

i=1
+ (fnfn+2 + fnz+1 _1) f1121+1 fp fp+1 -] + (fn+lfn+2 _1)(2fm fm+1 fp+l fp lJ + f1121+1 fp2 J2) u

Identidade 5: A soma de seis nimeros G(n, m, p) consecutivos € divisivel por quatro:

5
z G(n+i,m,p)=4.G(n+4,m,p).

i=0

Demonstracio: aplicando G(n,m,p) =f f ., +f f f i+f f , f ] para descrever os

nimeros G(n, m, p), pode-se ver:

Gn,m,p) =1 . f . f, + ., f i+, .6 .f]

Gn+1,m,p) = f 0,0+ 0 i+ 0 0]

G(n+2,m,p) =1 0 0+ a0 i+ 0]
Gn+3,m,p) = f f 0+, 0 i+ ]
Gn+4,m,p) =1 f o+ f o f f i+ o f 1]

G(n+5,m,p) =f,,f 060+ Foefod i+ £ b £

5 6 5
Como mei =4f ,, ¢ anﬁ =4f ,.Assim, Z G(n+i,mp) =Gn,mp) +G(n+Lmp) +
i=0 i=l

i=0

+G(n +2’m’p)+ i + G(n +5’ m9 p) = (fn +fn+1 +fn+2 +fn+3 +fn+4 +fn+5) fm+1fp+1 + (fn+1 +fn+2 +

5
+fn+3 +fn+4 +fn+5 +fn+6 )fmfpﬂi +(fn+1 +fn+2 +fn+3 +fn+4 +fn+5 +fn+6) fm+1fpj = (anﬁ)’fmﬂ’fpﬂ +
i=0

6 6
+ (anﬂj.fmfpﬂi + (Zfﬁj £ = 46 £ f, + 4T Ef 0+ 46 f . fj=
i=1

i=1

=4.G(n+4,m,p). [ ]

Identidade 6. A soma de dez nimeros G(n, m, p) consecutivos € divisivel por onze:

9
> G(n+i,m,p)=11.G(n+6,m,p).

i=0
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Demonstracdo: de modo andlogo a demonstracdo anterior, recorre-se  a

G(n,m,p) =, f 0+, F i+

m+17 p+l

f,j para determinar os nimeros G(n, m, p).

n+l n+l"m+l

9 10 9
Como »'f. . =11f , e > f,,; =11f,,,. Dessa forma, Z G(n+i,mp) = (n,m p) +G(n+1, m p) +
i=0 i=1 =0

+G(n+2,mp)+..+Gn+9,m p)=(f +f , +..+f Hf . f

ptl

9 10 10
(o, Tt = [ZfrlJrij.fnlJrl.le+1 + (anﬂj.fm.fpﬂi + [anﬂj.fmﬂ.fpj =
i=0 i=1 i=1

= 1LEoffo + TG o i LS 5 = VL (Fgffy e 6y ff

n+6" m+1"p+l n+7 P n+7 p

=11.G(n + 6, m, p). [}

+(f

n+l

o+t OF i+

n+7

o Eff ) =

CONCLUSOES

Este artigo investigou o modelo de Fibonacci a partir das relacdes recorrentes bi e
tridimensionais na forma complexa. Assim, € sugerido que as definicdes e relacdes
matematicas sejam transpostas para o contexto didatico através da concepcdo de atividades
que permitam instigar o pensamento do estudante para a compreensdao do desenvolvimento
das identidades Fibonaccianas complexas para os nimeros G(n, m) e G(n, m, p).

Por fim, as etapas de resolucdo foram classificadas, de acordo com as fases da Teoria
das Situacdes Didéticas, em acdo, formulagdo e validacdo. Isso permite observar que durante
a resolugdo das atividades propostas, o pensamento intuitivo do aluno pode ser mobilizado em
direcdo ao raciocinio inferencial. Além do mais, € possivel ampliar o conjunto de relacdes e

identidades oriundas do modelo de Fibonacci.
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